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Baccalauréat S Métropole 22 juin 2010
Epreuve de mathématiques

Correction

Exercice 1

Partie A
Question 1

La fonction u est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R.

X —-X

u'(x) =e* —xe
Vérifions que la fonction u est une solution de I'équation différentielle (E).

ux)+tulx)=e*—xeF+xeF=e"*

‘La fonction u est bien une solution de I'équation différentielle (E).|

Question 2

Les solutions de I'équation différentielle (E') sont les fonctions de la forme

x> Ce™

Ou C est une constante réelle.

Question 3
v — u solution de (E")

e W) —v@) +u@) —v(x) =0
o u'(x) —v'(x) +ulx) — v(x) = 0

ov'x)+vlx)=u"(x)+ulx)
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v +vkx)=e*

< v est solution de (E)

v est solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si u — v est solution de I'équation
différentielle (E").

Question 4

v est solution de (E)

S v — u est solution de (E")
= v(x) —ulx) =Ce™

o v(x)=Ce™*+ulx)

o v(x)=Ce*+xe™*

sSvx) =+ C0)e™*

Les solutions de I'équation différentielle (E) sont les fonctions de la forme

x> (x+C)e ™

Question 5

—-X

g est solution de I'équation différentielle (E) donc g(x) = (x + C)e

g0)=2=C=2=gx)=(x+2)e*.

L’unique solution g de I'équation différentielle (E) telle que g(0) = 2 est la fonction définie par

gx)=((x+2)e™™ .

Partie B
Question 1

La fonction f}, est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R.

fr() =10 -—x—k)e™
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Etudions le signe de f; (x) :
feu(x) =0

S (1-x—k)e™*=>0
S1-x—-k=0
Sx<1-k

La dérivée fy s’annule et change de signeen 1 — k et f;/(x) < O sur]—o0; 1 — k[ et fi;(x) > 0 sur

11— k; +oo]. |La fonction f;, admet donc un maximum au point d’abscisse 1 — k‘.

Question 2

fill—k)=(1—k+k)e 170 = ==K

X

‘Le point Mk(l —k; fi,(1 — k)) appartient a la courbe I d’équation y = e %]

Question 3a

La fonction x +— e~* est une fonction strictement décroissante. Sa courbe représentative I' est
nécessairement la courbe noire. La courbe bleue est donc la représentation graphique de la fonction

fi-

Question 3b

e~ 9 = 1 donc la courbe I passe par le point de coordonnées (0; 1). Sur I'axe des ordonnées, I'unité
graphique vaut 1.

La fonction f;, admet un maximum au point d’abscisse 1 — k. D’apres le graphique, le maximum est
atteinten-1d’ol k = 2.

f2(—=2) = 0 donc la courbe C, passe par le point de coordonnées (—2;0). Sur I'axe des abscisses,
I'unité graphique vaut 1.

Question 4

2
I=f (x + 2)e ™ dx
0
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Posonsr(x) = x + 2ets'(x) =e™*.

r'(x) =1lets(x) = —e™™ .

I= fozr(x)s’(x) dx

En utilisant la formule de I'intégration par parties, nous obtenons :

2

I =[r(x)s(x)]3 —f r'(x)s(x) dx
0

2
I =[—(x+2)e*]3 —f —e ¥ dx
0

I=—4e 2+2—[e™]3
I=4e"2+2—-e2+1
[=-5¢e"%+3

I est I'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe représentative de la fonction
f> (fonction g de la premiére partie), I'axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la droite d’équation
X=2.

Exercice 2

Question 1

Soient (u,,) et (v,) deux suites adjacentes telles que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante et
u, — vy, converge vers 0.

Pour toutn € N,u, < v, (propriété 1).

Comme (v,,) est décroissante alors u,, < v,, < v, (car une suite décroissante est majorée par son
premier terme) donc la suite (u,) est majorée par v,.

La suite (u,,) est croissante et majorée, d’aprés la propriété 2, la suite (u,,) est convergente.
Soit [; la limite de la suite (u,).

Comme (u,,) est croissante alors uy, < u, < v, (car une suite croissante est minorée par son
premier terme) donc la suite (v,,) est minorée par u,.

© iPOTEZzE — Tous droits réservés. wWww.ipoteze.com
04 42 630 630




iPOTEZE, I'accompagnement scolaire et universitaire

La suite (v,,) est décroissante et minorée, d’aprés la propriété 2, la suite (v;,,) est convergente.
Soit [, la limite de la suite (vy,).

Comme u,, — v, convergeversO,onal;, — 1, =0doul; = L,.
n n 1 2 1 2

Deux suites adjacentes sont convergentes et elles convergent vers la méme limite.

Question 2a
Etudions la limite des deux suites (u,) et (v,,):

limu, =lim1-10"" =1

n—oo n—-oo

limv, =lim1+10™" =1

n-oo n-o
Etudions les variations des suites (u,,) et (v,) :
Uppg — Uy =1—10"""1— 1410 =10"""1(-1+10) =9 x 1071
Comme U, — U, > 0, la suite (u,,) est croissante.
Vpp1—Vp=14+10"1—-1-10"=10""1(1-10) = -9x 1071
Comme v, — v, < 0, la suite (v,) est décroissante.
Etudions la limite de la différence u,, — vy, :

lim u, —v, =1lim —2x10™" =0

n—-oo n—oo

Les deux suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes et convergent toutes les deux vers la méme limite 1.

Question 2b
Etudions la limite des deux suites (u,,) et (v,,):

lim u, = lim In(n+ 1) = 4+
n—-oo

n—-oo

1
lim v, = limIn(n+1)+—= 4o
n—oo n—-oo n

Les deux suites (u,) et (v,) ont la méme limite qui est +oo. Puique (u,) et (v,) sont divergentes,
elles ne sont pas adjacentes.

© iPOTEZzE — Tous droits réservés. WWW.ipoteze.com
04 42 630 630




iPOTEZE, I'accompagnement scolaire et universitaire

Question 2¢

Etudions la limite des deux suites (u,) et (v,,):

limu,=1liml1—-——=1

n—->oo n—oo n

—1)n
limvn=lim1+( ) =

n—oo n—oo n

1

Les deux suites (u,) et (v,) ont la méme limite qui est 1. Comme la suite (v;,,) est une suite alternée
(ni croissante ni décroissante), les deux suites suites (u,) et (v,,) ne sont pas adjacentes.

Question 3

Etudions les variations des suites (u,,) et (v,) :

PN S SR
Unt1 = Un = n+1 n nn+1)

Comme u, 41 — U, > 0, la suite (u,,) est croissante.
in(a+ i) -n(a+)
Vpe1—Vp=In{a+——=)—Inla+—
n+1>n>0
Lt 1
n+1 n
Sat+—<a+-
n+1 n
1 1 . . .
= In (a + m) <In (a + Z) car lafonctionIn  est strictement croissante
1 1
=>1n(a+—)—ln(a+—) <0
n+1 n
SV~ <0
Comme V.1 — vy, < 0, la suite (v,,) est décroissante.

Etudions la limite des deux suites (u,,) et (v,,):

limu,=liml1—-—-—=1

n—oo n—oo n
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1
lim v, = lim ln(a +Z) =Ina
n—oo

n—oo

Pour que les deux suites (u,,) et (v,,) soient adjacentes, il faut qu’elles convergent vers la méme
limite, c’est-a-dire 1 = Ina ou encore a = e.

‘Pour que les deux suites (u,) et (v,,) soient adjacentes, il faut que a = e.|

Exercice 3

Question 1

Soit () I'ensemble de tous les tirages possibles.

10X 9 x 8
) = oo =120

Card(m:(s T 3x2x1

Soit E I'événement : « tirer deux boules blanches et une boule noire ».

X 3 =63

cara(e) = (1) (%) = ; - j

_card(E) 63 21
Ccard(Q) 120 40

p(E)

e . . 21
La probabilité de tirer deux boules blanches et une boule noire est de o

Question 2

L’expérience aléatoire qui consiste a tirer une boule de I'urne et noter sa couleur a deux issues

possibles. Soit la boule tirée est noire (succes), avec la probabilité p = o soit la boule tirée est

blanche (échec), avec la probabilité g =1 —p = o Cette expérience est un schéma de Bernoulli.

On répéte cette expérience cing fois de suite de maniére indépendante et on note X la variable
aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues. La variable aléatoire X suit une loi binomiale

de paramétresn = 5etp = %.
o =10 = ()% (2)" % (2) " ke s

10
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=9 = (= G = )< G < = )< 6 <)

La probabilité de tirer trois boules noires est de (g) X (1)3 X (l)z.

Question 3

Soit B I'’événement : « Tirer une boule blanche ».

7
p(B) = m
Soit U I'’événement : « Obtenir un 1 ».

1 1
pp(U) = -etpp(U) =7

_pBNU)
pu(B) =0
_ pB)xppU)
P = N B0 D)
oy (B) = p(B) X pg(U)
,(B) =

p(B) x pg(U) + p(B) X p5(U)

p(B) X pp(U)
p(B) x pg(U) + (1 — p(B)) x p5(U)

py(B) =

X

=N

1
_ 6
PuB) =713

10 *

X

NN

t10

B) = 14
Pu =23

=

. ] e e o 14
Sachant que le joueur a gagné, la probabilité qu’il ait tiré une boule blanche est PrS

Question 4

X suit une loi exponentielle de paramétre A.

3
p([1;3]) = f e~ dt = [—e‘“]j =et—e3
1
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La probabilité de 'événement « [1 < X < 3] »este ™ — ¢34,

Exercice 4

Question 1a

D’une part,

a? —4a = (1+iv3) - 4(1 + V3)
>a?—4a=1+2iV3—-3—-4—4i3
= a?—4a = —6—-2iV3

D’autre part,

20 —-8=21+1/3-8
=>2a-8=2(1-ivV3)-8
=2@—8=2-2iv/3-8
=2a—-8=—-6-2iV3

On a bien, par transitivité de |'égalité :

a2 —4a = 2a — §

Question 1b

Soient B et C les points d’affixes respectives a et a.
‘@est le cercle de centre O passant par A.

O0A =|zy| = 2| =2

‘@a pour rayon 2.

Pour montrer que les deux points B et C appartiennent tous deux au cercle ¢ il suffit de montrer

que OB = 0C = 2.
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0B=lal=|1+iV3]| = (1243 =VI+3=Va=2

ocC =|al =|a| =2

‘Les points B et C appartiennent tous deux au cercle @,

Question 2a

Le point E est I'image du point D par la rotation r de centre O et d’angle g Le triangle ODE est un

triangle équilatéral direct. Voir figure en annexe.
Question 2b

Le point E d’affixe zg est I'image du point D d’affixe zp = 2et par la rotation r de centre O et

s
d’angle 3

On adonc:

T . T T . 1 V3 . . ,
zg = e'3x 2 = (cos§ +i sing) x 2e'0 = <E+ 17> x 2e'0 = (1 + i\/§)e‘9 = qe'®

On a bien

= ae

Question 3a
F est le milieu du segment [BD] d’ou :

zp+zp a+2e? «a

Zp = = =—+4el
F 2 2 2
On a bien
a
— i6
Zp 5 +e
Question 3b
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Y+ a . . .
ZG—Z_%—Z_(Z619+&—4_a(ae‘9+(7(—4) _a(ae‘9+&—4)

Zr—2 %+ei6_2 Ca+2e®—4 2ae +a2—4a 2ae?® +2a -8

_a(aei9+&—4)_a

" 2(ae® +a—4) 2

On a bien
Zc—2 o
Zr —2 2
Zg—2 Zg—2 ZG—2Z AG 2
G G— |_| | |G Al | _:_iAG:AF
ZF_ Zp— 2 |ZF ZAl 2 AF 2

Le triangle AFG est isocele en A.

ZG—Z

P i % = arg (Z:;) = arg (g) = arg(z; — z4) — arg(zp — 2,) = arg(a) — arg(2) = (& 4G) —
(Ti;ﬁ) =I5 (F,E) =z
3 3

‘Le triangle AFG est équilatéral.‘

Question 4
femy=7;F(-3)=4-2v3;f(Z) =4 +2V3etf(m) = 7.

Sur l'intervalle [— T n] , la fonction f admet un minimum local en —%qui vaut 4 — 2+/3. Puisque

=,/ f(x), la distance AF est minimale lorsque f(x) est minimale.

‘La distance AF est minimale pour 8 = — % La conjecture est validée.

Exercice de spécialité

Question 1a

Soit A" d’affixe z,, I'image du point A d’affixe z, = 1 par la transformation T d’écriture complexe
z'=—z+2.

ZA’=_ZT‘1+2=_1+2=1=ZA

‘Le point A est invariant par la transformation T.
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Soit Q' d’affixe zq, I'image du point Q d’affixe zg = 1 + i3 par la transformation T.

zo=-Zg+2=—(1-iV3)+2=1+iV3 =2

Le point () est invariant par la transformation T.|

Question 1b
L’écriture complexe de la transformation T est z' = —z + 2.
T est donc une similitude indirecte.

Comme T est une similitude indirecte qui possede deux points invariants, T est une symétrie axiale
d’axe (4Q).

‘T est une symétrie axiale d’axe (AQ).|

Question 1c
L'image d’un cercle par une symétrie axiale est un cercle de méme rayon.
Soit 0" d’affixe z,r I'image du point O par la transformation T.

Z0,=2

‘L’image du cercle @par la transformation T est le cercle @ de centre O’ d’affixe 2 et de rayon 1.

Question 2a

Voir figure en annexe

Question 2b

z' =2

V4

Nz =zy|  O'M
|z — zp| oM

M’ est sur le cercle C’ de centre O’ et de rayon 1 donc O'M’ = 1.

M est sur le cercle C de centre O et de rayon 1 donc OM = 1.
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On adonc

e (1) = (09:0%) =% 21

On a donclarg (ZZ—_Z) = g [27]|.

z'-2

.TT .TT
=1xes5=272 =e32z+2

.TT
Onabienlz’ =e'sz + 2.

Question 2c
Soit  la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' telle que

I
z' =e3z+ 2.

LT . TT
i— i— 1 . 1
|e 3| =1letarges = 3 donc r est une rotation d’angle 3

Cherchons I'unique point invariant W d’affixe zy, par la transformation r:

Zy = ei?Z¢ + 2
2
= le = i
1-e'3
= 7y = —
v i@
2
= le = 1_[£
2
o, =4
=10
_ 4(1+i3)
= 2 = oE) (i)
=z, = 4(1J;ix/§)
=4 Zy = Zg

La transformation r est la rotation de centre () et d’angle g
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