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Correction Epreuve de Mathématiques série S

Pondichéry 2010

Exercice 1

Partie A : restitution organisée des connaissances

f et g sont deux fonctions continues sur 'intervalle [a; b] donc g — f est également une fonction
continue sur l'intervalle [a; b].

Pour tout x € [a; b],
f(x) < g(x)
=>fx)—g(x) <0

= f: f(x) — g(x)dx < 0 d’apres la positivité de I'intégrale

= f: f(x)dx — f; g(x)dx < 0 d’aprés la linéarité de I'intégrale

={} f@dx < [} g(x)d]

Partie B
Question 1.a
fi(x) =In(1 +x)
xl_i)r;nm 14+x =400 . .
yl—i>r-+1:100 Iny = 400 = xl_l)rpoo In(14+x) =+ = ‘xl—lﬂloo ) = +oo‘
Question 1.b

La fonction f; est dérivable comme composée de fonctions dérivables.

R =—

fi(x) > 0 sur [0; +oo[ donc la fonction f; est strictement croissante sur [0; +oo].

‘La fonction f; est strictement croissante sur [0; +00[.‘

© iPOTEZzE — Tous droits réservés. www.ipoteze.com
04 42 630 630




iPOTEZE, I'accompagnement scolaire et universitaire I

Question 1.c

1 1
o= [ Ai@dx= [ dx
Onposeu'(x) =1letv(x) =In(1+ x).

1
On aalorsu(x) =xetv'(x) = P

1
I = Jo u'(x) X v(x) dx

1

I = [u(x) x v(x)]§ — f u(x) x v'(x) dx

0

1

11=[x><1n(1+x)]$—f0 x><1+xdx
1
11=ln(2)—f0 1—x+1dx

L, =1n(2) — [x = In(1 + x)]}

I; =In(2) —1+1n(2)

I, = 2In(2) — 1

Puisque f;(0) = 0 et que la fonction f; est strictement croissante sur I'intervalle [0; +oo[, la fonction
f1 est positive sur l'intervalle [0; 1]. La fonction f; est également continue sur 'intervalle [0; 1].

I; est I'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe représentative de la
fonction f;, I'axe des abscisses et les droites verticales d’équationx = 0 et x = 1.

Question 2.a

0<x<1

= 0 < x™ <1 carlafonction x — x™ est croissante sur [0; 1]
=21<1+x"<2

= In(1) < In(1 + x™) < In(2) car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
[0; 1]

=20<In(1+x™) <In(2)

= fol 0dx < fol In(1+x™)dx < fol In(2) dx car la fonction f;, est continue sur [0; 1]
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=0 < T, <In(2)

Question 2.b

0<x<1

= 0 < x™1 < x™ carx™ > 0 sur I'intervalle [0; 1]
>1<1+x™I <1+

=0 <In(1+x™?1) <In(1+x™) car la fonction logarithme népérien est strictement croissante
sur [0; 1]

=0< fol In(1 4+ x™)dx < fol In(1 + x™) dx

=>0<1,41 =1,

lLa suite (I,,) est décroissante|

Question 2.c

La suite (I,,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.

‘La suite (I,,) est convergente.‘

Question 3.a

La fonction g est dérivable sur [0; +0o[ comme somme est composée de fonctions dérivables.

—X

1
4 = —1:
g'(x) 1+ x 1+ x

Sur]0; +oo[, g'(x) < 0 et g'(0) = 0 donc la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo].

‘La fonction g est strictement décroissante sur [0; +00[.|

Question 3.b

g(0) = 0 et la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo[ donc la fonction g est négative
sur [0; +oo].

Six € [0; +oo[ alors x™ € [0; +oo[ pour tout entier naturel n.

Onaalors g(x™) < 0.

g™ <0=In(1+x") —x" < 0 =@+ x™) <17
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Question 3.c

0<In(1l+x™)<x"

1 1
=>0Sf ln(1+x”)dxsj x™dx
0 0

Comme

n-o+oon + 1

d’apres le théoréme des gendarmes

Exercice 2

Question 1
x=t+2

Soit D la droite de représentation paramétriquey y = =2t ,t € R.
z=3t—1

Soit P le plan d’équation cartésiennex + 2y + z— 3 = 0.

Soit Q(a; B;v) le point d’intersection, s’il existe, de la droite D et du plan P.

a+2+y—-3=0 t+2—-4t+3t—1-3=0 —2=0
{QEP=> a=t+2 N a=t+2 N a=t+2
Q€D B =-2t B =-2t B =-2t
y=3t—-1 y=3t—-1 y=3t—-1
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Le systeme n’a pas de solution donc l'intersection de la droite D et du plan P n’existe pas. Par
conséquent, la droite D et le plan P sont paralléeles.

\La proposition est vraie.‘

Question 2

Soient P, P’ et P" les plans d’équations cartésiennes respectivesx — 2y + 3z =3,2x + 3y — 2z =6
et4x —y+4z=12.

Soit M(a; b; ¢) un point commun, s'il existe, aux plans P, P’ et P"'.

MeP a—2b+3c=3
MeP =<2a+3b—-2c=6
M e p” 4a—b+4c=12

21—
a=3+4+2b—3c a=3+2b—3c a= S¢
=123 +2b—3c)+3b—2c=6>{ Th—8c=0 = 87
4(3+2b—3c)—b+4c=12 7b—8c =0 b=7c

En choisissant arbitrairement ¢ = 0, on obtienta = 3 etb = 0.

Le point M de coordonnées (3; 0; 0) appartient donc aux trois plans P, P’ et P".

\La proposition est fausse.|

Question 3
x=2-3t
Soit D la droite de représentation paramétrique{ y=14+¢t ,t € R.
z=-3+2t
x=7+2u
Soit A la droite de représentation paramétrique yy = 2 + 2u,u € R.
zZ=—6—1u

Soit Q(a, b, ¢) le point d’intersection, s'il existe, des deux droites D et A.

(aca
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(a=2—3t
! b=1+t
c=-3+4+2t
= a=7+2u
{b=2+2u
c=—-6—u
(t=—1
u=-1
:>{ a=
b:
kc=—5

Le point Q existe et a pour coordonnées (5; 0; —5). Les deux droites sont donc sécantes.

|La proposition est vraie.

Question 4

Pour vérifier que I'’équation du plan (ABC) est bien x+2z =1, il suffit de vérifier que les
coordonnées des points A, B et C vérifient bien I'équation.

xA+ZA=_1+2=1
xB+ZB=1+O=1
xC+ZC=3_2=1

Les coordonnées des points A, B et C vérifient I'équation x + z = 1 donc I'équation cartésienne du
plan (ABC) est bienx + z = 1.

\La proposition est vraie.‘

Question 5

Pour savoir si I'on peut écrire C comme barycentre des points A et B, il suffit de savoir si les points

A, B et C sont alignés. Pour ce faire, on peut montrer que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
AB(3;0; —3) et AC(5;—2;2)

Il est clair que les deux vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires (car leurs coordonnées ne sont pas
proportionnelles) donc les points A, B et C ne sont pas alignés. Par conséquent, le point C ne peut
pas s’écrire comme le barycentre des points A et B.

La proposition est fausse.|
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Exercice 3

Question 1.a

Soit By I'événement : « la premiere boule est blanche ».

B, est I'événement : « la premiére boule tirée est rouge ».

Soit B, I'événement : « la seconde boule tirée est blanche ».

B, est I'événement : « la seconde boule tirée est rouge ».

Pour que le gain algébrique du joueur soit égale a -1, il faut que le joueur obtienne une boule rouge
et une boule blanche.

p(X = —1) = p(By N By) + p(By N By) = p(B1) X pg, (B2) + p(B1) X p5;(B2)
10 n n 10 20n
= X + X =
n+10 n+9 n+10 n+9 nM+9)(n+10)

On a bien

_ 20n
 (n+9(n+10)

p(X =-1)

Question 1.b

10 y 9 90
n+10 " n+9 (n+9)(n+10)

p(X =4) =p(By N By) = p(By) X pg,(B;) =

n ><n—1_ n®—n
n+10 " n+9 (+9)(n+10)

p(X = —6) = p(By N B;) = p(B,) x pz(Bz) =

On a donc

_ n?-n
" (n+9)(n+10)

90
(n+9)(n+10)

p(X =4) = et p(X = —6)
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Question 1.c

OO = ) % xp(X = x)

1

B n®—n 20n 90

= —6 X —1x +4 X
n+9)(n+10) n+9)(n+10) n+9)(n+10)
—6n? — 14n + 360

n+9)(n+10)

Au final,

—6n?% — 14n + 360

EX) = 9mt10)

Question 1.d

20
—6n? —14n + 360 = —6 (n —;) n+9)=40-6n)(n+9)

L’espérance mathématique E (X) est positive pour n entier appartenant a l'intervalle [2; 6]|.

Question 2.b

L'expérience aléatoire qui consiste a tirer au hasard une boule de I'urne n’a que deux issues

possibles. Soit la boule tirée est rouge (succes) avec la probabilité p = ﬁ, soit la boule tirée est

. _ 10 - . .
blanche (échec) avec la probabilité g = ——rs Cette expérience est un schéma de Bernoulli.

On répete 20 fois cette expérience de maniere indépendante et on note Y la variable aléatoire égale
au nombre de boules rouges obtenues.

Y suit une loi binomiale de paramétres 20 et S

n+10’
pr =10 = () x () % (2)" ™ ke 1020

On cherche n tel que p(Y > 1) > 0,999.
p(Y = 1) > 0,999
e p(Y =0)> 0,999
©1-p(=0)>0999

& p(Y =0) < 0,001
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10 20
< (n n 10) < 0,001

o ( 10 )
"\n+10

10 )<l(0001
1o) < (n(0,00D)

20

< n(0,001)

10 ) In(0,001)
n+10 20

10 In(0,001)
< exp [ln (n ¥ 10)] < exp =5

(:)ln(

10 _ In(0,001)
@ —
n+10 > % 20

In(0,001)
1 exp —20

n+10 10

10

1n(0,001)
P1720

<n+10 >

10

> Tm,000)]  °
exp —20

S n

on>4

Lorsque I'on réalise 20 tirages successifs avec remise, il faut que I'urne contienne au moins 5 boules

rouges pour que la probabilité de tirer au moins une boule rouge soit strictement supérieure a 0,999.

Question 3.a

50

p(Z <50) = f 0,01e7001tqt = [—e=001t]30 = —¢=05 4 1 ~ 0,393

0

La probabilité que le joueur ait besoin de tirer au plus 50 boules de I'urne avant d’obtenir une boule

blanche est environ égale a 0,393 au millieme pres.

Question 3.b

p(50 < Z < 60) =p(Z <10) = —e %1 +1 ~ 0,095
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Sachant que le joueur a déja tiré 50 boules de I'urne, la probabilité qu’il en tire au plus 10 avant
d’obtenir une boule blanche est environ égale a 0,095 au millieme preés.

Exercice 4

Question 1

Question 2.a
Soit P, la propriété : « u, = 0 ».
Démontrons la propriété P, par récurrence.

Initialisation :

1 1 14 14
‘LL4—§‘LL3+3—2—EX(—Z)+1——E+1—

67
81’

uy = 0 donc la propriété P, est vraie.
Hérédité :

Supposons, pour un entier k quelconque fixé plus grand ou égal a 4, que la propriété P, est vraie.
C'est-a-dire :

u, =0
Montrons alors que la propriété Pj ., est également vraie. C'est-a-dire :
Ug1 =0
Démonstration :

1
uk20=>§uk20

k=24=>k—-22>20

1
ﬁ—uk+k_220$uk+120

La propriété est héréditaire.
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Conclusion :

La propriété P, est vraie et la propriété est héréditaire. La propriété P, est donc vraie pour tout

entiern > 4. C'est-a-dire, [pour tout entiern > 4, u,, = 0|.

Question 2.b

u, =0, pourtoutn > 4
=2y, >0
3
1
=>§un+n—22n—2
=S Uy =(n+1)-3

>uy=>N-—-3avecN=n+1etN=5

‘Pour toutn > 5, nous avons bienu, >n — 3‘.

Il était également possible de refaire une démonstration par récurrence mais cela était un peu plus
fastidieux.

Question 2.c

lim n—3 =4
n—-+oo

Puisque, pourn = 5, u, = n — 3, par comparaison,

lim u, = +00‘

n—+00

Question 3.a
21
Vpe1 = —2Upy; +3(n+1) — >
1 21
= Uy = —2(§un+n—2)+3n+3—7
2 21
= Vpi1 =—§un—2n—4+3n+3—7
2 7
= Upy1 = —§un+n—§
= Uy = ( 2un+3n——>
1
= Upy1 = §vn
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. L 1 . 21 25
La suite (v,,) est une suite géométrique de raison S et de premier terme vy = —2ug + 3 — - ==
Question 3.b

P - . 25 (1\™
La définition explicite de la suite (v,,) est v, = — 5 (5) .

1 3 21 25 (1)" 3 21
3

un=—§vn+§n—T=T

Ona

_25(1)"+3 21
‘=3 \3) T

Question 3.c

n

YR uBed

k k=0
~————
somme des termes d'une suite géométrique  somme des termes d'une suite arithmétique

=S,

1\ 21 3 21
=§x—1_(§) +(n+1)><_T+7n_T
4 1 2

1-3

=S,

75 1,1 21
=>Sn=§ 1—(§) +anx(n+1)—Tx(n+1)

Au final,

o 75 (1>"+1 IR
"~ 3 27" 7" Ty
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